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8-дәрiс. Сызықты емес интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесi

үшiн керi есеп (жұғу шеттiк шартымен). Әлсiз шешiмнiң бар болуы

Дәрiстiң мақсаты – сызықты емес интегро-дифференциалдық теңдеулер жүйесi үшiн қойылған керi

есептiң (жұғу шеттiк шартымен) әлсiз шешiмiнiң бар болуы мен жалғыздығын дәлеледеу

Негiзгi сұрақтар:

1. Жұғу шеттiк шарттарына қатысты математикалық өрнектер: кеңiстiктер, теңсiздiктер

2. Сызықты емес интегро-дифференциалдық теңдеулер жүйесi үшiн қойылған керi есептiң (жұғу

шеттiк шартымен) әлсiз шешiмiнiң бар болуы

3. Сызықты емес интегро-дифференциалдық теңдеулер жүйесi үшiн қойылған керi есепте (жұғу

шеттiк шартымен) қысымды керi қайтару

Бұл бөлiмдегi қарастырылатын керi есептiң 3-дәрiстегi керi есептен айырмашылығы сырғанау шеттiк

шартының орныныа жұғу шеттiк шартымен қарастырылады.

1 Есептiң қойылымы

Айталық, Ω ⊂ Rd, d = 2, 3 шенелген облыс және оның ∂Ω жатық шекарасы болсын. ΓT = ∂Ω × [0, T ]

бүйiр бетiмен анықталған QT = Ω× [0, T ], T > 0 цилиндрiнде (u(x, t), p(x, t), f(t)) функциялар үштiгiн

анықтауға арналған, сығылмайтын тұтқыр серпiмдi сұйықтықтардың ағынын сипаттайтын

ut − κ∆ut − ν∆u + (u · ∇)u −
tˆ

0

K(t− s)∆u(x, s)ds−∇p = f(t)g(x, t) (1.1)

интегро-дифференциалдық Кельвин-Фойгт теңдеулер жүйесiн,

divu(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT (1.2)

сығылмайтын сұйықтық теңдеуiн,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω (1.3)
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бастапқы шартын,

un(x, t) = u · n = 0, curl u× n = 0, (x, t) ∈ ΓT (1.4)

жұғу шекаралық шартын [1, 2, 3] және

ˆ
Ω

uωdx = e(t), t ∈ [0, T ] (1.5)

қосымша шартты қанағаттандыратын керi есептi қарастырайық, мұндағы un− ∂Ω бетi бойынша u(x, t)

векторының нормаль компонентi, ал n− ∂Ω бетiне түсiрген сыртқы бiрлiк нормаль вектор. Сонымен

қатар, u(x, t) = (u1, u2, ..., ud)− сұйықтықтың жылдамдығы мен p(x, t)− сұйықтықтың қысымы болып

табылады, ал ν және κ оң коэффициенттерi, сәйкесiнше, сұйықтықтың кинематикалық тұтқырлығы

және релаксациясын, F(x, t) := f(t)g(x, t) вектор функциясындағы f(t) сыртқы күштердiң интенсив-

тiлiгiн сипаттайды. Сондай-ақ, u0(x), ω(x), g(x, t), K(t) белгiлi функциялар.

Ендi (1.4) жұғу шекаралық шартына қатысты келесi функционалдық кеңiстiктердi енгiзейiк ([4] қа-

раңыз):

Hn(Ω) ≡ {v ∈ L2(Ω) : divv = 0, vn|∂Ω = 0};

H1
n(Ω) ≡ {v ∈ W1

2(Ω) : divv = 0, vn|∂Ω = 0};

H2
n(Ω) ≡ {v ∈ H1

n(Ω) ∩W2,2(Ω) : (curl v × n)|∂Ω = 0}

және ықшам түрде жазуға төмендегi жалпылама белгiлеулер қолданылады

V :=

{
Hn(Ω), (1.4), шекаралық шарт үшiн,

Vi :=

 Hi
n(Ω), (1.4), шекаралық шарт үшiн, i = 1, 2.

(1.6)

Ал H1
n(Ω) кеңiстiгiнде скалярлық көбейтiндi мен норма, сәйкесiнше, (rotv, rotu)2,Ω және ∥v∥H1

n(Ω) :=

∥curl v∥2,Ω өрнектерiмен анықталады. Сондай-ақ, [1, 4] еңбектерде және оларда келтiрiлген сiлтеме-

лерге сәйкес (мысалы,[5] қараңыз) кез келген u ∈ H1
n(Ω) функциясы үшiн (H(Ω) кеңiстiгi Навье-Стокс

теңдеулерi теориясынан белгiлi) классикалық Ладыженская және Пуанкаре теңсiздiктерi келесi түрге

ие :

Пуанкаре теңсiздiгi

∥u∥2,Ω ≤ C1(Ω) ∥∇u∥2,Ω , u ∈ H1
n(Ω); (1.7)

N1(Ω) ∥u∥W1,2(Ω) ≤ ∥curl u∥2,Ω ≤ N2(Ω) ∥u∥W1,2(Ω) , ∀u ∈ Hn(Ω); (1.8)

N3(Ω) ∥u∥W2,2(Ω) ≤ ∥∆u∥2,Ω =
∥∥curl2 u∥∥

2,Ω
≤ N4(Ω) ∥u∥W2,2(Ω) , ∀u ∈ H2

n(Ω); (1.9)
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Ладыженская теңсiздiктерi [4, 6]

∥u∥44,Ω ≤ 2 ∥u∥22,Ω ∥∇u∥22,Ω ; (1.10)

d = 2 кезiнде, және

∥u∥44,Ω ≤ (4/3)
3
2 ∥u∥2,Ω ∥∇u∥32,Ω ; (1.11)

d = 3 кезiнде, және

∥u∥6,Ω ≤ (48)
1
6 ∥∇u∥2,Ω , d = 3. (1.12)

Ендi −∆ операторымен байланысты H1 кеңiстiгiнде a бисызықты және үзiлiссiз формасын енгiзейiк:

a(v,u) =

{
(curl v, curl u)2,Ω , ∀v,u ∈ H1

n(Ω), (1.4) шарт үшiн (1.13)

Соболев кеңiстiктерi теориясынан H1(Ω) және W1,2(Ω) кеңiстiктерiнiң нормалары эквиваленттi екенi

анық, яғни a(u,u) = ∥∇u∥2,Ω = ∥u∥H1(Ω). Сондай-ақ, Фридрихс теңсiздiгi мен (1.8) өрнегiнен H1
n(Ω)

және W1,2(Ω) кеңiстiктерiнiң, сәйкесiнше, ∥u∥H1
n(Ω) = ∥curl u∥2,Ω және ∥u∥W1,2(Ω) = ∥∇u∥2,Ω норма-

лары эквиваленттi аңғаруға болады.

Осылайша, a бисызықты формасы H1(Ω) кеңiстiгiнен H−1(Ω) кеңiстiгiне әсер ететiн A изоморфизмiн

анықтайды,

⟨Av,u⟩ ≡ a(v,u), ∀v,u ∈ H1(Ω), (1.14)

мұндағы ⟨·, ·⟩− H1(Ω) және H−1(Ω) кеңiстiктерi арасындағы екiжақтылық жақшасы. Сонымен қатар,

келесi үзiлiссiз енгiзулер орынды

H1(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω), (1.15)

мұндағы алғашқы екi кеңiстiктiң әрқайсысы келесiде тығыз.

Демек, (1.9) өрнектен H2
n(Ω) және W2,2(Ω) кеңiстiктерiнiң, сәйкесiнше, ∥∆u∥2,Ω =

∥∥curl2 u∥∥
2,Ω

және

∥u∥W2,2(Ω) нормалары эквиваленттiлiгi тұжырымдалады.

Сондай-ақ, (1.4) жұғу шекаралық шартынан d = 3 және d = 2 жағдайда, сәйкесiнше,

(−∆v,u)2,Ω = − (∇div v,u)2,Ω +
(
curl2 v,u

)
2,Ω

=

−
ˆ
∂Ω

div v · un dS + (div v,div u)2,Ω +

ˆ
∂Ω

u · (curl v × n) dS+

(curl v, curl u)2,Ω = (curl v, curl u)2,Ω

(1.16)

және

(−∆v,u)2,Ω = (div v,div u)2,Ω +
(
curl (curl v),u

)
2,Ω

=ˆ
∂Ω

(curl v × n)u dS + (curl v, curl u)2,Ω = (curl v, curl u)2,Ω

(1.17)
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Грин формулалары ([1, 4] қараңыз) орынды, мұндағы curlφ− φ функциясы үшiн (φx2 ,−φx1)2,Ω өр-

некпен анықталған вектор.

Анықтама 1.1. (1.1)-(1.5) керi есебiнiң жалпылама әлсiз шешiмi деп

1. u ∈ L∞(0, T ;V1(Ω)) ∩ L2(0, T ;V1(Ω)), ut ∈ L2(0, T ;V1(Ω)), f(t) ∈ L2[0, T ];

2. u(0) = u0 бастапқы шарты Ω−да барлық дерлiк нүктеде орындатын;

3. Кез келген φφφ ∈ V1(Ω) және әрбiр t ∈ (0, T ) үшiн төмендегi интегралдық тепе-теңдiктi қанағат-

тандыратын

d

dt

(
(u(t), φ)2,Ω + κa (u(t), φ)

)
+ νa (u(t), φ) = f(t) (g(t), φ)2,Ω

− ((u(t) · ∇)u(t), φ)2,Ω −
tˆ

0

K(t− s)a (u(s), φ)ds.

(1.18)

(u(x, t), f(t)) функциялар жұбын атайды.

Ескерту 1.1. Әдеттегiдей, әлсiз шешiмiнiң анықтамасында p қысым туралы мағлұмат келтiрiлмеген.

Оны [7] мақаладағыдай u және f функциялары белгiлi болғаннан кейiн де Рамм леммасын қолданып,

(1.2) теңдеуден жалғыз түрде қалпына келтiруге болады.

2 Керi есептi қайта тұжырымдау: эквиваленттi локалды емес тура есеп

Керi есептердiң берiлгендерi келесi шарттарды қанағаттандырсын

u0(x) ∈ V1(Ω); (2.1)

∃k0 ∈ R : 0 < k0 < ∞, |g0(t)| =
∣∣∣(g(t), ω)2,Ω∣∣∣ ≥ k0 > 0, ∀t ≥ 0; (2.2)

g(x, t) ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)); (2.3)

ω(x) ∈ V1(Ω), e(t) ∈ W 1
2 ([0, T ]); (2.4)

(u0, ω)2,Ω = e(0); (2.5)

K(t) ∈ L2([0, T ]) : ∥K(t)∥L2([0,T ]) ≡ K0 < ∞. (2.6)
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Ендi (1.1) теңдеудi ω(x) функциясына көбейтiп және Ω облыс бойынша интегралдайық. Алынған өр-

нектi бөлiктеп интегралдап, сондай-ақ (1.5) қосымша және (2.2) шартты қолданғанда, онда f(t) функ-

циясы табылады

f(t) =
1

g0(t)
(e′(t)+

κa (ut, ω) + νa (u, ω)− ((u · ∇)ω,u)2,Ω +

tˆ

0

K(t− s)a (u, ω) ds

 .

(2.7)

Демек, (2.7) өрнектi (1.1) теңдеуге қойғанда, онда белгiсiз u және p функцияларын табуға арналған

ut − κ∆ut − ν∆u + (u · ∇)u −
tˆ

0

K(t− s)∆u(s)ds−∇p =

F (u, t)g(x, t), divu(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT ,

(2.8)

теңдеулер жүйесiн, (1.3) бастапқы шартты және (1.4) шекаралық шартты қанағаттандыратын локалды

емес тура есеп тұжырымдалады, мұндағы F (u, t) = f(t) функциясы (2.7) өрнекпен анықталады. Демек,

(1.1)-(1.5) керi есебi (2.8), (1.3), (1.4) локалды емес тура есебiнiң алып келдiк.

Керi есептер мен локалды емес тура есептердiң эквиваленттiлiгi жөнiнде келесi лемма орынды.

Лемма 2.1. Айталық, (2.2)-(2.5) шарттар орындалсын. Демек, (1.1)-(1.5) керi есебi (2.8), (1.3), (1.4)

локалды емес тура есебiнiң эквиваленттi, яғни (1.1)-(1.5) керi есебiнiң (u, p, f) шешiмiнiң (u, p) жұбы

(2.8), (1.3), (1.4) локалды емес тура есебiнiң шешiмi болып табылады және керiсiнше, (2.8), (1.3), (1.4)

локалды емес тура есебiнiң (u, p) шешiмi (2.7) өрнекпен анықталған f(t) функциясымен бiрге (1.1)-(1.5)

керi есебiнiң шешiмi болып табылады.

Ескерту 2.1. (2.8), (1.3), (1.4) локалды емес тура есебiнiң әлсiз шешiмiнiң анықтамасы 1.1-анықтамаға

ұқсас түрде берiледi.

Дәлелдеуi 2.1. Шын мәнiнде, лемманың дәлелдеуiнiң бiрiншi бөлiгi (1.1)-(1.2) теңдеулер жүйесiнен

(2.8) теңдеудi алуда дәлелдендi.

Ендi екiншi бөлiгiн дәлелдейiк. Айталық, (u, p) функциялар жұбы (2.8), (1.3), (1.4) локалды емес тура

есебiнiң шешiмi болсын. Екiншi жағынан, (u, p) функциялар жұбы (2.7) өрнегiмен анықталған f(t)

функциясымен бiрге (1.1)-(1.4) өрнектердi қанағаттандырады. Олай болса, (u, p, f) функциялары (1.1)-

(1.5) керi есебi шешiмi екенiн дәлелдеу үшiн (1.5) қосымша шарттың орынды екенiн көрсету жеткiлiктi.

Онда керi жорып, яғни (1.5) қосымша шарт орындалмасын деп ұйғарайық. Сондай-ақ,

(u(t), ω)2,Ω = e1(t), t ∈ [0, T ] (2.9)



3 Керi есептiң жалпылама әлсiз шешiмiнiң бар болуы 6

болсын, мұндағы t ≥ 0 үшiн e1(t) ̸= e(t). Шешiмнiң анықтамасы мен (2.4), (2.9) шарттардан e1(t) ∈

W 1
2 ([0, T ]) орындалады, сонымен қатар (2.5) үйлесiмдiлiк шарттарынан төмендегi нәтиже қорытылады

e1(0) = (u(0), ω)2,Ω = e(0).

Ендi (2.8) өрнекке ω функциясын көбейтiп және бөлiктеп интегралдау өрнегiн қолданып, сонымен бiрге

(2.9) шартты ескерсек, онда

e′1(t) + κa (ut, ω) + νa (u, ω) +

tˆ

0

K(t− s)a (u, ω) ds =
1

g0(t)
×

e′(t) + κa (ut, ω) + νa (u, ω) +

tˆ

0

K(t− s)a (u, ω) ds

 (g, ω)2,Ω

(2.10)

теңдiгi шығады, сондай-ақ (2.2) шарттан E(t) = e1(t)−e(t) функциясы үшiн келесi Коши есебi алынады E′(t) = 0,

E(0) = e1(0)− e(0) = 0,
(2.11)

және одан t ≥ 0 үшiн e1(t) ≡ e(t) тұжырымдалады.

3 Керi есептiң жалпылама әлсiз шешiмiнiң бар болуы

Бұл бөлiмде 2.1-лемма бойынша (1.1)-(1.5) керi есебiнiң орнына (2.8), (1.3), (1.4) локалды емес тура

есебiнiң шешiмдiлiгi зерттелiнедi.

Теорема 3.1. Айталық, (2.1)-(2.6) шарттар орындалсын және m оң саны табылып келесi шартты

қанағаттандырсын
κ
k20

sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ω∥2V1(Ω) ≤ m < 2. (3.1)

Олай болса, ақырлы T1 ∈ (0, T ] уақыты табылып, (2.8), (1.3), (1.4) локалды емес тура есебiнiң QT1

цилиндрiнде кемiнде бiр әлсiз шешiмi табылады, мұндағы T1 мәнi төменде (5.12) өрнекпен анықталады.

Сондай-ақ, әлсiз шешiм келесi априорлық бағалауды қанағаттандырады

∥u∥2L∞(0,T1;L2(Ω)∩V1(Ω)) + ∥u∥2L2(0,T1;V1(Ω)) + ∥ut∥2L2(0,T1;L2(Ω)∩V1(Ω)) ≤ C, (3.2)

мұндағы C есептiң берiлгендерiнен тәуелдi тұрақты.

Ескерту 3.1. 3.1-теоремадағы (3.1) шарт (1.5) қосымша шартқа қатысты априорлық бағалаулар алу

кезiнде пайда болды. Егер (1.5) қосымша шарт үшiн (1.1) теңдеудiң оң жағын арнайы түрде g(x, t) =

ω(x) деп таңдағанда (3.1) шарттан құтылуға болады.
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Дәлелдеуi 3.1. Теореманы дәлелдеу үшiн Фаэдо-Галеркин әдiсi қолданылады: ең алдымен жуық

шешiмдер құрылып, оған априрлық бағалаулар алынады және шекке көшу дәлелденедi.

4 Галеркин аппроксимациясы.

Айталық, {φk}k∈N функциялары V кеңiстiгiнiң элементтерiнен құралған, L2(Ω) кеңiстiгiнде ортогональ

және сызықтық комбинациялары V1(Ω) кеңiстiгiнде барлық жерде тығыз жүйе болсын. Өлшемi n−ге

(n ∈ N) тең және φk, k = 1, . . . , n жүйесiн қамтитын Xn кеңiстiгiн қарастырайық. Кез келген n ∈ N

үшiн (1.1)-(1.4), (2.7) есептiң жуық шешiмi келесi түрде iзделiнедi

un(x, t) =

n∑
j=1

cnj (t)φj(x), φj ∈ Xn, (4.1)

мұндағы cnj (t), j = 1, ..., n коэффициенттерi белгiсiз және төмендегi жәй дифференциалдық теңдеулер

(ЖДТ) жүйесiнiң шешiмi болып табылады

d

dt

(
(un, φk)2,Ω + κa (un, φk)

)
+ νa (un, φk)− ((un · ∇)φk,un)2,Ω =

−
tˆ

0

K(t− s)a (un, φk) ds+ F (un, t) (g(x, t), φk)2,Ω ,

(4.2)

мұндағы k = 1, 2, . . . , n және

F1(u
n, t) =

1

g0
(e′ + κa (un

t , ω)+

νa (un, ω)− ((un · ∇)ω,un)2,Ω +

tˆ

0

K(t− s)a (un, ω) ds

 .

(4.3)

Ендi (4.2) ЖДТ жүйесiн келесi бастапқы шарттармен толықтырайық

un(0) = un
0 , x ∈ Ω, (4.4)

мұндағы

un
0 =

n∑
j=1

(u0, φj)2,Ω φj

функциясы L2(Ω) ∩V1(Ω) кеңiстiгiндегi функционалдық тiзбек болып табылады және

un
0 → u0(x) әлдi жинақты L2(Ω) ∩V1(Ω)-де n → ∞. (4.5)

ЖДТ теориясы бойынша (4.2)-(4.4) Коши есебiнiң [0, t0] аралығында cnj (t) шешiмi локалды бар болады.

Төменде, априорлық бағалаулар арқылы Коши есебiнiң шешiмiн [0, T0] ⊂ [0, T ] кеңейтуге болатынын

көруге болады, мұндағы [0, T0]− априорлық бағалаулар орынды болатын максималды аралық.
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5 Априорлық бағалаулар.

(4.2) жүйесiнiң k−теңдеуiн cnk (t) және d cnk (t)
d t көбейтiп, k бойынша 1-ден n−ге шейiн қосындыласақ,

сәйкесiнше, келесi теңдiктер алынады

1

2

d

dt

(
∥un∥22,Ω + κ ∥un∥2V1(Ω)

)
+ ν ∥un∥2V1(Ω) =

−
tˆ

0

K(t− s)a (un(s),un(t)) ds+ F1(u
n, t) (g,un)2,Ω

(5.1)

ν

2

d

dt
∥un∥2V1(Ω) + ∥un

t (t)∥
2
2,Ω + κ ∥un

t (t)∥
2
V1(Ω) = ((un · ∇)un

t ,u
n)2,Ω +

−
tˆ

0

K(t− s)a (un(s),un
t (t)) ds+ F1(u

n, t) (g,un
t )2,Ω .

(5.2)

Жоғарыдағы (5.1) және (5.2) теңдiктердi қосқанда, онда

1

2

d

dt

(
∥un∥22,Ω + (ν + κ) ∥un∥2V1(Ω)

)
+ ν ∥un∥2V1(Ω) + ∥un

t (t)∥
2
2,Ω +

κ ∥un
t (t)∥

2
V1(Ω) = −

tˆ

0

K(t− s)a (un(s),un(t)) ds−

tˆ

0

K(t− s)a (un(s),un
t (t)) ds+ F1(u

n, t) (g,un
t )2,Ω +

F1(u
n, t) (g,un)2,Ω + ((un · ∇)un

t ,u
n)2,Ω :=

5∑
i=1

Ii.

(5.3)

өрнегi алынады. Соңғы өрнектi Гельдер және Юнг теңсiздiктерiн қолданып, (5.3) өрнектiң оң жағын

бағалайық

|I1| ≤
ν

2
∥un∥2V1(Ω) +

K2
0

2ν

tˆ

0

∥un(s)∥2V1(Ω) ds; (5.4)

|I2| ≤
ε1
4
∥un

t ∥
2
V1(Ω) +

K2
0

ε1

tˆ

0

∥un(s)∥2V1(Ω) ds; (5.5)

|I3| ≤ |F1| ∥g∥2,Ω ∥un∥2,Ω ≤
∥g∥2,Ω ∥un∥2,Ω

k0
[|e′(t)|+

κ ∥un
t ∥V1(Ω) ∥ω∥V1(Ω) + ν ∥un∥V1(Ω) ∥ω∥V1(Ω) + ∥un∥24,Ω ∥ω∥V1(Ω) +

∥ω∥V1(Ω) K0

 tˆ

0

∥un(s)∥2V1(Ω) ds


1
2

 ≤
(ε2
2

+
ε3
2

)
∥un∥22,Ω +

κ2

2ε2k20
∥g∥22,Ω ∥ω∥2V1(Ω) ∥u

n
t ∥

2
V1(Ω) +

1

2ε3k20
∥g∥22,Ω

[
|e′(t)|2 +

∥ω∥2V1(Ω)

ν2 ∥un∥2V1(Ω) + C2 ∥un∥4V1(Ω) +K2
0

tˆ

0

∥un(s)∥2V1(Ω) ds

 ,

(5.6)
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|I4| ≤
(ε2
2

+
ε3
2

)
∥un

t ∥
2
2,Ω +

κ2

2ε2k20
∥g∥22,Ω ∥ω∥2V1(Ω) ∥u

n
t ∥

2
V1(Ω) +

∥g∥22,Ω
2ε3k20

[
|e′(t)|2 + ∥ω∥2V1(Ω)

(
C2 ∥un∥4V1(Ω) +

ν2 ∥un∥2V1(Ω) +K2
0

tˆ

0

∥un(τ)∥2V1(Ω) dτ

 ,

(5.7)

|I5| ≤ ∥un
t ∥V1(Ω) ∥u

n∥24,Ω ≤ ε1
4
∥un

t ∥
2
V1(Ω) +

C2(Ω)

ε1
∥un∥4V1(Ω) . (5.8)

Осылайша, (5.4)-(5.8) теңсiздiктердi (5.3) өрнектiң оң жағына қойғанда, онда келесi дифференциалдық

теңсiздiк шығады

d

dt

(
1 + ∥un∥22,Ω + (ν + κ) ∥un∥2V1(Ω)

)
+ ν ∥un∥2V1(Ω) + α ∥un

t (t)∥
2
2,Ω +

β ∥un
t (t)∥

2
V1(Ω) ≤ C1

tˆ

0

(
1 + ∥un∥22,Ω + (ν + κ) ∥un∥2V1(Ω)

)
ds+

C2

(
1 + ∥un∥22,Ω + (ν + κ) ∥un∥2V1(Ω)

)2
+

(C3 + C4(t))
(
1 + ∥un∥22,Ω + (ν + κ) ∥un∥2V1(Ω)

)
+ C5(t),

(5.9)

мұндағы α := 2

(
1− ε2 + ε3

2

)
; β := 2

(
κ − ε1

2
− κ3

ε2k20
sup

t∈[0,T ]

∥g∥22,Ω ∥ω∥2V1(Ω)

)
;

C1 :=
1

ν + κ

(
K2

0

ν
+

2K2
0

ε1
+

2K2
0

ε3k20
sup

t∈[0,T ]

∥g∥22,Ω ∥ω∥2V1(Ω)

)
;

C2 :=
2C2

(ν + κ)2

(
1

ε1
+

1

ε3k20
sup

t∈[0,T ]

∥g∥22,Ω ∥ω∥2V1(Ω)

)
;

C3 :=
1

ν + κ

(
ε3 + ε2 +

2ν2

ε3k20
sup

t∈[0,T ]

∥g∥22,Ω ∥ω∥2V1(Ω)

)
;

C4(t) :=
2

ε3k20
sup

t∈[0,T ]

∥g∥22,Ω |e′(t)|2 .

Ендi ε2 = 2eε−1
eε ; ε3 = sin ε

eε ; ε ∈
(
0, π

2

)
таңдасақ және ε1−дiң сәйкес мәнi үшiн κ

k2
0

sup
t∈[0,T ]

∥g(t)∥22,Ω ∥ω∥2V1(Ω) ≤

m < 2 теңсiздiгiнiң жоғарғы шекарасын m−нен 2−ге дейiн кеңейтуге болады. Алайда, ε1 саны m > 2

болатындай таңдалмауы керек, себебi α > 0 болғандығынан ε2 < 2.

Ендi (5.9) өрнектi s бойынша 0−ден t−ға шейiн интегралдып, (4.5) өрнектi қолдансақ, келесi интеграл-

дық теңсiздiк шығады

z(t) + ν ∥un∥2L2(0,T ;V1(Ω)) + α ∥un
t (t)∥

2
L2(QT ) + β ∥un

t (t)∥
2
L2(0,T ;V1(Ω)) ≤

C5

tˆ

0

z2(s)ds+ C6,
(5.10)
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мұнда z(t) := 1 + ∥un∥22,Ω + (ν + κ) ∥un∥2V1(Ω) ;

C5 = max {C1T + C3;C2} ; C6 = ∥u0∥22,Ω + (κ + ν) ∥u0∥2V1(Ω) +

T̂

0

|C4(t)|dt.

Әрi қарай z(t) функциясы үшiн сызықтық емес Гронуолл теңсiздiгiн қолданғанда, онда (5.10) өрнектен

келесi бағалау қорытылады

z(t) ≤ C6

1− C5C6t
≡ K1 < ∞ (5.11)

және төмендегi уақыт аралығы үшiн орынды

0 ≤ t ≤ T1 < T⋆ :=
1

C5C6
. (5.12)

Демек, кез келген t ≤ T1 < T⋆ үшiн (5.11) өрнектен келесi бағалау орынды екенiн көруге болады

∥un∥22,Ω + (ν + κ) ∥un∥2V1(Ω) ≤ K1. (5.13)

(5.13) бағалауды (5.10) өрнектiң оң жағына қолданып және t ∈ [0, T1] бойынша супремум алғанда,

келесi априорлық бағалау тұжырымдалады

sup
t∈[0,T1]

(
∥un∥22,Ω + ∥un∥2V1(Ω)

)
+ ∥un∥2L2(0,T1;V1(Ω)) + ∥un

t (t)∥
2
L2(QT1

) +

∥un
t (t)∥

2
L2(0,T1;V1(Ω)) ≤ C := C(ν,κ, α, β, T1,K1, C5, C6).

(5.14)

6 Шектiк көшу

Жоғарыдағы (3.2) априорлық бағалаудан келесi ∗−әлсiз және әлсiз жинақтылықтар тұжырымдалады

un ⇀ u әлсiз жинақты L2(0, T1;V
1(Ω))-де n → ∞, (6.1)

un ⇀ u ∗−әлсiз жинақты L∞(0, T1;V
1(Ω))-де, n → ∞, (6.2)

un
t ⇀ ut әлсiз жинақты L2(0, T1;V

1(Ω))-де, n → ∞. (6.3)

Сонымен қатар, (3.2) априорлық бағалаудан келесi тұжырымдар орынды

un тiзбегi L2(0, T1;W
1,2
0 (Ω))-де бiрқалыпты шенелген, (6.4)

un
t тiзбегi L2(QT1

)-де бiрқалыпты шенелген. (6.5)

Осылайша, W1,2
0 (Ω) ↪→↪→ L2(Ω) компактiлi енгiзуi бойынша Обэн-Лионс леммасын қолданғанда, онда

келесi әлдi жинақтылық шығады

un −→ u әлдi жинақты L2(0, T1;L
2(Ω))-де, n → ∞. (6.6)
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Ендi ζ(t) ∈ C∞
0 ([0, T1]) болсын. (4.2) өрнектi ζ(t) функцияға көбейтiп, 0 мен T1 аралығында интеграл-

дасақ, онда төмендегi өрнек орынды
ˆ
QT1

un
t · φkζ dxdt+ κ

ˆ T1

0

a (un
t , φkζ) dt+

ˆ
QT1

(un · ∇)un · φkζ dxdt+

ν

ˆ T1

0

a (un, φkζ) dt =

T1ˆ

0

τ̂

0

K(τ − s)a (un, φkζ) dsdτ+

ˆ T1

0

F (un, t)

ˆ
Ω

gφkζ dx, dt k ∈ {1, . . . , n}.

(6.7)

Сондай-ақ, k−ны бекiтiп және (6.1)-(6.6) нәтижелердi қолданып, (6.7) өрнектен n → ∞ шекке көшсек,

онда төмендегi өрнек тұжырымдалады
ˆ
QT1

ut · φkζ dxdt+ κ
ˆ T1

0

a (ut, φkζ) dt+

ˆ
QT1

(u · ∇)u · φkζ dxdt+

ν

ˆ T1

0

a (u, φkζ) dt =

T1ˆ

0

τ̂

0

K(τ − s)a (u, φkζ) dsdτ+

ˆ T1

0

F (u, t)

ˆ
Ω

gφkζ dx dt, k ∈ {1, . . . , n}

(6.8)

теңдiгi шығады. Соңғы теңдiктегi конвективтi мүше үшiн келесi шектiк көшудi орынды

(un · ∇)un ⇀ (u · ∇)u әлсiз жинақты L2(QT1)-де, n → ∞. (6.9)

Шын мәнiнде, (6.9) өрнектi интеграл арқылы жазсақ, онда төмендегi түрде болады
ˆ
QT1

[(un · ∇)un − (u · ∇)u] dxdt =

ˆ
QT1

[(un − u) · ∇]un dxdt−
ˆ
QT1

(u · ∇)(un − u) dxdt,

бұл өрнекке Гелдер теңсiздiгiн (3.2) мен (6.6) өрнектерiмен бiрге қолданғанда оң жағындағы бiрiншi

интегралдың мәнi нөлге жинақтылатынын аңғаруға болады:
ˆ
QT1

[(un − u) · ∇]un dxdt ≤∥un − u∥L2(QT1
)∥un∥L2(0,T1;V1(Ω)) ≤

√
C∥un − u∥L2(QT1

) −→ 0, егер n → ∞.
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Ал, (6.1) өрнекпен u ∈ L2(QT1) әсерiнен екiншi интеграл нөлге барады. Аналогты түрде локалды емес

мүше үшiн де келесi шектiк көшу орынды
T1ˆ

0

F (u, t)

ˆ

Ω

gφkζ dx =

T1ˆ

0

1

g0(t)
[e′(t) + κa(un

t , ω) + νa(un, ω)−

((un · ∇)ω,un)2,Ω +

tˆ

0

K(t− s)a (un(s), ω)

ˆ

Ω

gφkζ dxds

⇀

T1ˆ

0

F (u, t)

ˆ
Ω

gφkζ dxdt жинақты L2([0, T1])-де, n → ∞.

Сондай-ақ, екiншi, үшiншi және бесiншi мүшелер үшiн (6.3), (6.1) және (6.2) шектiк көшу орын-

ды. Бiрiншi мүше тривиалды түрде, ал төртiншi мүше (6.9) өрнектiң әсерiнен жинақты. (6.8) теңдеу

сызықты болғандықтан кез келген φ1, . . . , φn функцияларының ақырлы сызықтық комбинациясы мен

ζ ∈ C∞
0 ([0, T1]) шартын қанағаттандыратын φζ ∈ L2(0, T1;V

1(Ω)) функциясы үшiн де орынды болып

қалады. Мұнымен қоса, (6.8) өрнектегi [0, T1] аралығындағы интеграл астындағы барлық қосылғы-

штар t айнымалысы бойынша үзiлiссiз функция болып табылады. Демек, барлық дерлiк t ∈ [0, T1]

және φ ∈ V үшiн келесi интегралдық теңдiк алындыˆ

Ω

[
ut(t) +

(
u(t) · ∇

)
u(t)

]
· φdx+ νa (u(t), φ) + κa (ut(t), φ) =

tˆ

0

K(t− s)a (u(s), φ) ds+ F (u(t), t)

ˆ

Ω

g(t)φdx.

(6.10)

3.1-Теореманың дәлелдеуi бiттi.
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